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In der vorliegenden Abhandlung soll versucht 
[ werden, eine Übersicht über die Entwicklung der 

\ Theorie der geodätischen Linien seit Gauss zu geben. 

\ Damit die Abhandlung in engen Grenzen blieb, konnten 

natürlich nur die bedeutenderen Arbeiten auf diesem 
Gebiete berücksichtigt werden, und auch von diesen 
ist ein Teil aus verschiedenen Gründen nicht behandelt 
worden. So habe ich z. B. die Theorie der homogenen 
Integrale höheren Grades ausgelassen, denn einerseits 
ist dieselbe in dem III. Band der Legons sur la theorie 
generale des surfaces von Darboux (1894) so be- 
handelt, dass man bei den vielen Formeln, die dabei 
hauptsächlich in Betracht kommen, wohl kaum eine 
kürzere Darstellung geben kann, anderseits sind auch 
nach 1894 auf diesem Gebiete keine neuen Resultate 
zu verzeichnen gewesen. Ferner habe ich z. B. die 
Ergebnisse, die v. Braunmühl, Staude und 
Weierstrass über geodätische Linien auf Flächen 
zweiten Grades mit Hülfe der Theorie der hyperellipti- 
sehen Funktionen gefunden haben, nicht weiter aus- 
geführt, da dieselben, wie ich glaube, mehr in die 
Anwendungen der hyperelliptischen Funktionen hinein- 
gehören. Weiter habe ich von vornherein die speziell 
geodätischen Abhandlungen, die in geodätischen Zeit- 
schriften veröffentlicht sind, ausgeschlossen. Die übrigen, 



die rein mathematischen, habe ich, soweit sie mir 
zugänglich waren, am Schlüsse meiner Arbeit zusammen- 
gestellt. In der Arbeit selbst habe ich daher die 
betreffenden Abhandlungen nicht mit dem vollen Titel 
zitiert, sondern nur den Namen des Verfassers und 
das Jahr angegeben, wodurch wohl in allen Fällen 
eine eindeutige Bezeichnung erreicht worden ist. 

Was die Einteilung betrifft, so sollen in dem ersten 
Abschnitte die grundlegenden Tatsachen, die besonders 
von Gauss und J a c o b i herrühren, gegeben werden, 
im zweiten Abschnitte soll über die geodätischen Linien 
auf speziellen Flächen und im dritten über allgemeine 
Ergebnisse der Theorie der geodätischen Linien be- 
richtet werden, wobei ich das Wort „allgemein" so 
verstehe, dass man bei den in Frage kommenden 
Ergebnissen nicht von speziellen Flächen, sondern 
von einem beliebigen Problem ausgegangen ist, als 
dessen Lösung sich dann allerdings spezielle Flächen 
ergeben haben. 
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Unter einer geodätischen Linie einer krummen 
Fläche versteht man eine solche Kurve, deren Haupt- 
normale in jedem Punkte mit der Flächennormale 
zusammenfällt. Man kann zeigen, dass diese Linien 
auch die Eigenschaft haben, innerhalb gewisser 
Grenzen die kürzeste Verbindungslinie von zwei ge- 
gegebenen Punkten der Fläche darzustellen. Durch 
diese Eigenschaft sind auch die geodätischen Linien 
zuerst in die Literatur eingeführt worden. 

Im Jahre 1697 legte nämlich Joh. Bernoulli 1 
den damaligen Geometern die Aufgabe vor, die den 
Beginn der Geschichte der geodätischen Linien bildet: 
Es sollen zwei gegebene Punkte einer krummen 
Fläche durch die kürzeste Linie verbunden werden. 
Bernoulli selbst fand die obige Fundamental- 
eigenschaft dieser kürzesten Linien, dass nämlich in 
jedem Punkte derselben die Hauptnormale 
mit der Flächennormale zusammenfällt. Im 
folgenden Jahrhundert beschäftigten sich mit der 
Theorie der kürzesten Linien besonders E u 1 e r , der 
zuerst die Differentialgleichung der kürzesten Linien 
aufstellte, und Lagrange, der nachwies, dass die 
Bedingung der Orthogonalität der Tangentialebene der 
Fläche und der Schmiegungsebene der kürzesten 



1) Siehe Stäckel (1893) pg. 445. 



Linien vermöge der Differentialgleichung der kürzesten 
Linien identisch erfüllt wird. „Eine neue Periode für 
die Theorie der geodätischen Linien beginnt 1827 
mit den klassischen Disquisitiones generales circa 
superficies curvas von Gauss, von denen fast die 
Hälfte den geodätischen Linien gewidmet ist." 1 In 
dieser Abhandlung scheidet Gauss „diejenigen Eigen- 
schaften, welche durch die Gleichung einer speziellen 
Fläche gegeben werden, von denjenigen, die nur die 
Kenntnis der Koeffizienten des Linienelementes der zu- 
gehörigen Flächenklasse erfordern. Die Theorie der 
geodätischen Linien behandelt nur Eigenschaften 
zweiter Art." 2 

Gauss führt ebenso wie seine Vorgänger noch 
nicht die Unterscheidung zwischen geodätischen und 
kürzesten Linien auf der Fläche ein; dass dies aber 
nötig, ist zuerst von Jacobi (1837) bemerkt worden. 
Innerhalb welcher Grenzen die geodätischen Linien 
kürzeste Linien sind, soll später noch näher ausgeführt 
werden. Den Namen „geodätische Linien" für die 
Kurven, die der Differentialgleichung der kürzesten 
Linien genügen, hat zuerst L i o u v i 1 1 e allgemein 
gebraucht und dieselben wie oben definiert. 

I. Grundlegende Tatsachen der Theorie 
der geodätischen Linien. 

Sind die kartesischen Koordinaten x, y, z einer 
Fläche als Funktionen zweier Parameter u, v gegeben, 
ist also 

1) Stäckel (1893) pg. 451. 

2) Weingarten (1869) pg. 75. 



x = f (u,v) , y = g (u,v) , z — h(u,v), 

eine Darstellung der Fläche, die von Gauss herrührt, 
so ist der Ausdruck des Quadrates der Länge des 
Linienelementes der Fläche: 

(1) ds 2 = E du* + 2 Fdu dv + G dv 2 , wobei 

=- (£)'+©'+ (£)' 

F _ dx dx , dy dy dz dz 
— du dv du dv du dv 



°-(£W+Gä- * 



Denken wir uns für eine bestimmte Kurve der Fläche 
u und v als Funktionen eines Parameters t, so muss, 
wenn die Kurve die kürzeste Verbindungslinie zweier 
gegebenen Punkte, die den Werten to und ti des 
Parameters t entsprechen, darstellen soll, das Integral: 



=£*« 



2 oc dudv r /dv\ 2 .. 

+2F dtdt' | - a ldt) dt 



ein Minimum sein, d. h. es muss die erste Variation 
dieses Integrals 8 s = o sein. Mit Hülfe dieser Be- 
dingung zeigt Gauss sofort die Fundamental- 
eigenschaft der geodätischen Linien, dass die Haupt- 
normale der Kurve mit der Flächennormale zusammen- 
fällt. Ferner ergibt sich folgende Differentialgleichung 
für die geodätischen Linien: 

(Ed » + Fdv) [^_ 4 *9) du . + w dudv+ ,*9 dv! 

(2) _ (F du + Gdv){i^|du*+^dudv+ 

(% ~ * 51) du8 ] + (EQ ~~ F2)(du da v - dv d * u > = °- 
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Betrachtet man u als unabhängige Variable, so kann 
man mit Darboux die Gleichung auch schreiben: 

J2d(Qv^+F)-du(^ + 2^V + 



dG 
dv 



v' 2 )|(F-f 2Fv'-f Gv' 2 )— (GV + F)d(E-f 2Fv'+ Gv' 2 )=0. 



„Man erkennt so unmittelbar, dass die Linien von der 
Länge O der Fläche, die durch die Gleichung: 

E + 2 Fv'-f Gv' 2 = 

definiert sind, der Differentialgleichung der geodätischen 
Linien genügen." 

Mit Hülfe der Fundamentaleigenschaft der geo- 
dätischen Linien leitet nun Gauss die beiden wich- 
tigen Sätze ab: 

„Werden auf einer krummen Fläche von dem- 
selben Anfangspunkt aus kürzeste Linien von gleicher 
Länge gezogen, so steht die ihre Endpunkte ver- 
bindende Linie auf ihnen allen senkrecht. 11 

„Wenn man auf einer krummen Fläche eine be- 
liebige Linie gezogen denkt, von deren einzelnen 
Punkten unter rechten Winkeln und nach derselben 
Seite hin unzählige kürzeste Linien von gleicher Länge 
ausgehen, so schneidet die Kurve, welche die andern 
Endpunkte derselben verbindet, jene unter rechten 
Winkeln. 41 

Diese beiden Sätze bilden die Grundlage für die 
Einführung zweier neuen Koordinatensysteme: des 
geodätischen Polarkoordinaten- und des geodätischen 
Parallelkoordinatensystems. Bei dem ersten nimmt 
man die von einem Punkte der Fläche ausgehenden 



geodätischen Lirfien und die sie orthogonal durch- 
schneidenden sogenannten geodätischen Kreise als 
Koordinatenlinien an und bei dem zweiten die geodäti- 
schen Linien, die zu einer gegebenen Kurve orthogonal 
sind, und ihre orthogonalen Trajektorien, die so- 
genannten geodätische^ Parallelen der gegebenen Kurve, 
als Koordinatenlinien an. Bei der Annahme dieser 
speziellen Koordinatensysteme kann das Linienelement 
der Fläche auf die einfache Form: •■■•■■ 

ds* -- du 2 + m 2 dv 2 

gebracht werden;' die Krümmung der Fläche wird dann: 

1 d 2 m 



K=^ — 



m du 2 ' 



Für den Fall geodätischer Pofärkoordinaten, ist m den 
Bedingungen unterworfen, dass für u = o: m = o und 
dm 



du 



— 1 wird. 



Gauss hat ferner durch die Einführung des 
Winkels fr, den die geodätische Linie mit einer Kurve 
v =r: cohst bildet (dieser Winkel wird besonders in 
den geodätischen Anwendungen als das Azimut der 
betreffenden geodätischen Linie bezeichnet) die 
Differentialgleichung (2) auf die bemerkenswerte Form 
gebracht: 

/EG — FMfr = i l 6 p- du + ^ d .- dv + -i d ,- du — 

- E du ' l E dv ' - ov 

, - du — i v- dv. 
du - du 
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Für orthogonal geodätische Koordinaten wird diese 
Gleichung: 

0U 

Bezeichnen wir bei einem geodätischen Polar- 
koordinatensystem mit <p = const die geodätischen 
Linien und mit r = const die geodätischen Kreise, so 
kann das Linienelement (1) auf die Form: 

ds 2 = dr 2 + m 8 d<p 2 

gebracht werden. Die Formeln für die Transformation 
einer binären quadratischen Differentialform geben dann 
für r und cp die partiellen Differentialgleichungen: 

E-o-i-F.(^r--^-^(i r )]='. 

V dv du/ dv \ dv du/ du ' 

oder, wenn man nach B e 1 1 r a m i die rechte Seite 
der ersten Gleichung mit A (r), die rechte Seite der 
zweiten Gleichung mit A (r, cp) bezeichnet, so kann 
man die Gleichungen auch schreiben: 

(3) A(r) = l, (4) A(r, cp) - o. 

Es ist also nach Gauss zur Bestimmung der geodäti- 
schen Linien einer Fläche zunächst r aus (3) zu be- 
stimmen und dann cp aus (4). 

Bei J a c o b i ergibt sich das Problem der 
geodätischen Linien als spezieller Fall des allgemeinen, 
die Bewegung eines Systems materieller Punkte, die 
gewissen Bedingungen unterworfen sind, zu bestimmen. 



* 
*■ 
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Bewegt sich nämlich ein Punkt auf einer fläche ohne 
Einwirkung äusserer Kräfte, so beschreibt er eine 
geodätische Linie. Man kann also das Problem der 
geodätischen Linien als ein mechanisches Problem 
auffassen und mit den Hülfsmitteln der analytischen 
Mechanik behandeln. J a c o b i geht in seinen Vor- 
lesungen über Dynamik (1842/43) von den Bewegungs- 
gleichungen in der Hamiltonschen oder kanonischen 
Form aus, und durch die betreffenden Spezialisierungen 
für die geodätischen Linien gelangt er zu einer 
Gleichung, vori der Weingarten (1 862) zuerst 
bemerkt hat, dass sie mit der Gauss 'sehen 
Gleichung (3) übereinstimmt. Aus der J a c o b i 'sehen 
Theorie ergibt sich nun, dass zur Bestimmung der 
geodätischen Linien nicht nötig ist, die Gleichung (4) 
zu integrieren, sondern, wenn man von der Gleichung 
A (r) = 1 eine Lösung r kennt, die eine wesentliche, 
d. h. in r nicht additiv auftretende willkürliche Con- 
stante a enthält, so hat man, um ein Integral der 
zweiten Gleichung zu erhalten, r nur nach dieser 
Konstanten zu differenzieren, und es ist dann 

dr 

■r- =• const die Gleichung der geodätischen Linien. 

Man kann also einfach: 

cp = -T- setzen. 

Ferner folgt aus dem J a c o b i 'sehen Prinzip des 
letzten Multiplikators, das lautet: „Nimmt man an, 
dass man ein Problem der Mechanik bis auf eine 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei 
Variabein zurückgeführt habe, so kann man den 
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Multiplikator dieser Differentialgleichung allgemein an«- 
geben;" der Satz: Kennt man von der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung der geodätischen Linien 
nur eine intermediäre Integralgleichung erster Ordnung 
mit einer willkürlichen Konstanten, so ergibt sich die 
Gleichung dieser Linien mittels Quadraturen in 
endlicher Gestalt. 

L i o u v i 1 1 e hat die Bewegung eines Punktes auf 
einer Fläche mit der Bewegung eines Punktes in einer 
Ebene in Verbindung gesetzt. Ist nämlich: 

ds 2 = X(a, ß) (da 2 + dß 2 ) 

das Linienelement einer Fläche auf isometrische Koor- 
dinaten bezogen, so kann man die Gleichung der 
geodätischen Linien immer dann integrieren, ^wenn man 
a und ja als rechtwinklige ebene Koordinaten genommen, 
die Bewegung eines Punktes in einer Ebene bestimmen 
kann, der einer solchen Kraft unterworfen ist, dass X 
die. Kräftefunktion und 2 X die lebendige Kraft ist. 
Denn für die freie Bewegung auf der Fläche sind, wenn 
man das Prinzip der lebendigen Kraft: 



(tr+(S)i 



beachtet, die Differentialgleichungen der Bewegung in 
der zweiten Lagrange 'sehen Form : 



<(>■£) <=* «(*$) 



4 



dt "" " 2X 6a , dt ~ 2k "<Jß 



Setzt man nun: 1/ r =dx 



i/ ; 
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so ergeben sich die beiden Gleichungen: 

d*z _ 4\ d 2 ß dX 

dt 2 ~" da ' dt» ~~ dß ' 

und es wird die lebendige Kraft: 
woraus das Gesagte unmittelbar folgt. 



II. Die geodätischen Linien auf 
speziellen Flächen. 

I. Die geodätischen Linien auf den Flächen zweiten 

Grades. 

Die geodätischen Linien auf dem Ellipsoid hat 
zuerst Jacobi (1839) bestimmt, und zwar hat er 
dies durch die Einführung der sogenannten elliptischen 
Koordinaten erreicht. Dieselbe besteht darin, die 
Punkte des Ellipsoides als Intersektion der beiden 
Krümmungslinien zu bestimmen, auf denen er liegt, 
oder nach dem Dupinschen Satze ihn als Intersektion 
des Ellipsoides mit den beiden durch ihn gehenden 
konfokalen Hyperboloiden zu betrachten. Es kann 
dann die der partiellen Differentialgleichung (3) analoge 
in der Jacobi 'sehen Theorie in zwei gewöhnliche 
zerlegt werden, die durch Quadraturen gelöst werden 
können. Das Integral enthält eine willkürliche Kon- 
stante. Differentiiert man dasselbe nach der will- 
kürlichen Konstanten, so ergibt sich die Gleichung 
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der geodätischen Linien als Differenz zweier Abelschen 
Integrale gleich einer Konstanten. 

Sind aj-f Xj, a2 + X if as + Xi die Quadrate der 
halben Achsen des Ellipsoides, so lautet die Gleichung 
der geodätischen Linien, wie sie sich in den Vorlesungen 
Jacobis über Dynamik befindet: 



Const=JdXQ|/ ( ^ , ^ Wq ,*?"* , ,^ WQ ~, + 



X2 — Xi 
(ai + X2) (a 2 + X2) (a 3 + X 2 ) (ß -Tu) 



h vW 



X3 — Xi 



+ Xs) (32 + X3) (33 + X«) (ß + X») ' 

In seiner ersten Note (1839) über diesen Gegenstand 
ist Jacobi von folgenden Gleichungen des Ellipsoides 
ausgegangen : 



x » V • sin f ]/b cos 2 cj> <f- c sin 2 <j* 

y == fb cos cp sin <J>, 



cos ^c — a cos 2 7 — b sin 2 cp 



a 
Die Gleichung der geodätischen Linien wird dann: 



■-.tar- 



|/a cos 2 cp -f b sin- cp . dcp 



}/[c — a cos 2 cp — b sin 2 cp ] [(b — a) cos 2 cp — ß] 
/bcos 2 c{> -f csin 2 cj).dc{> 



}/[b cos- 4» + c sin 2 4 - a] [(c — b) sin 2 4 + ß] 

eine Gleichung, die sich übrigens durch eine einfache 
Transformation in die obige überführen lässt. 

Mit der Zurückführung dieser Integrale auf hyper- 
elliptische Funktionen hat sich dann später 
W e i e r s t r a s s (1861) und v. Braunmühl (1882) 
beschäftigt. 
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Die J a c o b i 'sehe Entdeckung hat eine Fülle von 
Arbeiten anderer Mathematiker über die geodätischen 
Linien sowohl speziell auf dem Ellipsoid als auch auf 
den Flächen zweiten Grades überhaupt hervorgerufen. 
So integrierte Joachimsthal (1843) auf einem 
anderen Wege die Differentialgleichung'der geodätischen 
Linien für sämtliche Flächen zweiter Ordnung, indem 
er nicht von der Darstellung der Fläche durch zwei 
Parameter, sondern von der Darstellung F (x, y, z) = o 
ausging. Er gelangte dabei zu einer interessanten 
Deutung des ersten Integrals: 

„Legt man durch einen Punkt des Ellipsoide$ 
eine geodätische Linie und konstruiert die Tangentialebene 
der Fläche in diesem Punkte und die Tangente an die 
geodätische Linie, so ist der Abstand der Tangential- 
ebene vom Mittelpunkt multipliziert mit der Länge 
des der Tangente parallellen Halbmesser längs der ganzen- 
geodätischen Linie konstant.* 4 

In den folgenden Jahren beschäftigten sich be- 
sonders J. Liouville, M. Roberts und 
Chasles mit diesem Gegenstande und leiteten eine 
Reihe interessanter Sätze ab. Liouville (1844) 
geht von den Differentialgleichungen der Mechanik 
und zwar von den Bewegungsgleichungen in der 
zweiten Lagr angesehen Form aus und findet als 
Deutung des ersten Integrals den Satz: „Sind u = const 
und v--=const die beiden Scharen von Krümmungs- 
linien und ist i der Winkel, den die geodätische Linie 
mit den Kurven u=const bildet, so ist der Ausdruck: 
u 2 cos 2 i + v 2 sin 2 i längs der ganzen geodätischen Linie 
konstant" 
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Diesen Satz hat Chelini (1845) zuerst durch 
eine Rechnung auf den Joachimsthal 'sehen Satz 
zurückgeführt. 

Aus diesem Satze L i o u v i 1 1 e s folgen zum 
grössten Teile die Resultate, welche die 
drei oben genannten Mathematiker erhalten haben. 
Es ergibt sich dabei eine Analogie der Krümmungs- 
linien dieser Flächen mit den konfokalen Ellipsen und 
Hyperbeln in der Ebene, wenn man für die Geraden 
in der Ebene die geodätischen Linien auf der . Fläche 
nimmt. So findet Roberts (1845), dass für die 
Punkte einer Krümmungslinie des Ellipsoides die 
Summe oder Differenz der Abstände von den Nabel- 
punkten konstant ist. Da nun ein auf einer Fläche 
ausgespannter Faden die Lage einer geodätischen Linie 
annimmt, so ergibt sich hieraus eine ähnliche me- 
chanische Konstruktion der Krümmungskurven der 
Flächen zweiten Grades wie der Ellipsen in der 
Ebene. 

Ferner rühren von L i o u v i 1 1 e (1856) die 
Sätze her: 

, .Unter allen geodätischen Polygonen von einer 
gegebenen Anzahl von Seiten, die man einer gegebenen 
Krümmungslinie auf einem Ellipsoid umschreiben 
kann, hat dasjenige, welches den kleinsten Umfang 
hat, seine sämtlichen Spitzen auf einer und der- 
selben bestimmten Krümmungslinie. Die erste Spitze 
kann beliebig in irgend einem Punkte der letzteren 
Linie angenommen werden. Ebenso sind die Seiten 
des Polygons vom grössten Umfang, das einer ge- 
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gebenen Krümmungslinie eingeschrieben ist, alle 
Tangenten an eine zweite Krümmungslinie. 

Von den Ergebnissen Chasles' (1846) seien 
erwähnt: 

„Die Schmiegungsebenen in den verschiedenen 
Punkten einer geodätischen Linie auf einer Fläche 
zweiten Grades berühren alle eine andere Fläche 
zweiten Grades, die der ersten homofokal ist." „Alle 
Tangenten einer geodätischen Linie einer Fläche 
zweiten Grades berühren eine zweite Fläche, die der 
ersten homofokal ist." 

Mit Hülfe der hyperelliptischen Funktionen hat 
besonders Staude (1882) weitere interessante Eigen- 
schaften der geodätischen Linien auf den Flächen 
zweiten Grades erhalten. 

Was den Verlauf der geodätischen Linien auf dem 
Ellipsoid betrifft, so hat M. Roberts (1846) gezeigt, 
dass jede geodätische Linie, die durch einen Nabel- 
punkt geht, auch durch den entgegengesetzten Nabel- 
punkt geht. Vorher hat J o a c h i m s t h a I (1842) 
aus dem Satze, dass jede geodätische Linie auf dem 
Ellipsoid eine Krümmungskurve berührt, gefolgert, 
dass die geodätischen Linien die beiden Ovale, die zu- 
sammen eine Krümmungskurve bilden, abwechselnd 
berühren und so zwischen diesen beiden Kurven im 
allgemeinen unendlich oft hin- und herlaufen. 

2. Die geodätischen Linien auf den Liouville'schen 

Flächen im allgemeinen. 

Die Flächen zweiten Grades gehören zu einer 
Klasse von Flächen, die zuerst von L i o u v i 1 1 e (1846) 

Sager. 2 



16 

aufgestellt worden ist und für die er zuerst die 
Differentialgleichung der geodätischen Linien integriert 
hat. Dieselben sind dadurch definiert, dass man das 
Linienelement der Fläche bei Einführung isometrischer 
Koordinaten auf die Form: 

(5) ds 2 = (f (a) — F (ß) ) (da 2 + d ß 2 ) 
oder auf die Form: 

(6) ds 2 -(f(x + y)-g(x-y))dxdy 

bringen kann; die letzte ist jedoch erst später in der 
Literatur aufgetreten und ergibt sich aus der vorher- 
gehenden dadurch, dass man x =- a -j- i ß und 
y = a — iß setzt. Es ist zwar immer möglich, das 
Linienelement einer Fläche auf die Form: 

ds 8 = G(a, ß) (da 2 + dß 2 ) oder: 

ds 2 = X(x, y) dx dy 
zu bringen, aber wann es auch die Form (5) bezw. (6) 
annehmen kann, ist noch nicht allgemein entschieden. 
Diese Frage ist identisch mit der aus der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen: wann man eine ge- 
gebene M o u t a r d 'sehe Gleichung: 

d 2 z 

auf die harmonische Form: 

^ Ä (f(x + y)-g(x-y)).z 

bringen kann. Darboux hat die Gleichung, von 
der die Lösung des Problems abhängt, auf die Form 
gebracht: 



x '= il ' r " Jy 



10 

wobei X und Y nur von x bezw. y abhängige Funktionen 
sind. Aus dieser Gleichung sind X und Y zu bestimmen, 
und man erhält dann durch die Substitution: 

>dy 
VY 

die L i o u v i 1 1 e 'sehe Form. Daraus, dass die 
Darboux'sche Gleichung homogen und linear in 
bezug auf X, Y und die Ableitungen ist, folgt, dass, 
wenn man zwei Paare von Funktionen Xi Yi und 
X2 Y2 kennt, welche die Gleichung befriedigen, auch 
aXi + bX2, aYi -f bY2 der Gleichung Genüge leisten 
für a und b als Konstanten. Mithin: „Wenn man 
weiss, dass ein Linienelement sich auf zwei verschiedene 
Weisen in die L i o u v i 1 1 e 'sehe Form setzen lässt, 
so muss eine solche Transformation auf unendlich 
viele Weisen möglich sein". Bei den Flächen zweiten 
Grades kann man das Linienelement immer auf die 
L i o u v i 1 1 e 'sehe Form bringen. 

L i o u v i 1 1 e geht nun von der Gleichung (5) 
aus, und mit Anwendung der oben pg. 12, 13 entwickelten 
Methode folgt, da hier: 

l = f (a) — F (ß) ist. 

Es wird daher das erste Integral der geodätischen Linien: 

da = dß 

yffcF^i ys=F(p) ' 

das man unter Einführung des Winkels i, unter dem 

die geodätische Linie die Linien a = const schneidet, 

auf die Form: 

f(a)cos 2 i + F(ß)sin 2 i = a 

2* 
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bringen kann. Die Gleichung der geodätischen Linien 
wird: 



Jyf(a)-a + Ji 



d P -c 



Va-F(ß) 



3. Die geodätischen Linien auf den Rotationsflächen. 

Zu den L i o u v i 1 1 e 'sehen Flächen gehören auch 
die Rotationsflächen und die Flächen konstanten 
Krümmungsmasses. Bei den Rotationsflächen ist es 
immer möglich, das Linienelement auf die L i o u v i 1 1 e - 
sehe Form zu bringen. Die Ermittelung der geodätischen 
Linien für die Rotationsflächen ist aber schon bedeutend 
früher 1698 von Jacob Bernoulli auf Quadraturen 
zurückgeführt worden. Nach Jacob Bernoulli, 
hat sich C 1 a i r a u t (1733) mit den geodätischen 
Linien der Rotationsflächen beschäftigt und das wichtige 
Theorem bewiesen, dass für jede solche Linie das 
Produkt aus dem Radius des Parallelkreises r und dem 
Sinus des Winkels cd, den ihre Tangente mit dem 
Meridian bildet, einen konstanten Wert hat: 

r . sin ü> = a. 

Es ist im allgemeinen: 

ds 2 = du 2 + r 2 dv 2 

das Linienelement einer Rotationsfläche, wo r eine 
Funktion von u allein ist, u den Bogen des Meridians 
von einem bestimmten Punkte an gerechnet und r den 
Radius des Parallelkreises, der durch den Punkt u, v 
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geht, bezeichnet. Die Gleichung der geodätischen 
Linien wird dann: 



f du 



,2 



+ a' f 



wo a und a' beliebige Konstanten sind. 

In neuester Zeit sind nun besonders die Rotations- 
flächen, auf denen wie auf der Kugel sämtliche 
geodätische Linien geschlossen sind, in den Vorder- 
grund gerückt worden. D a r b o u x hat zuerst eine 
Methode zur Bestimmung solcher Flächen angegeben. 
Aus dem C 1 a i r a u t 'sehen Satze folgt unmittelbar, 
dass, wenn man für eine bestimmte geodätische Linie a 
einen bestimmten Wert erteilt, die geodätische Linie 
den Parallelkreis, dessen Radius r «= a ist, berührt; 

denn für r = a ist <*> = -^~. Ferner ergibt sich 



~2 



daraus, dass die betreffende geodätische Linie nur nach 
der Seite der Fläche hin verlaufen kann, wo r > a 

P y -i '• vP' 



M 





werden kann. Besitzt die Fläche einen Maximalparallel- 
kreis MM' und sind PP' und QQ' zwei Parallelkreise, die 
dem Werte r — a entsprechen, so muss die geodätische 
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Linie in der Zone, die durch die beiden Parallelkreise 

PP' und QQ' begrenzt wird, verlaufen, indem sie die 

beiden Parallelkreise abwechselnd berührt. Geht nun 

die geodätische Linie von einem bestimmten Punkte 

v == v auf PP' aus und gelangt zu einem Punkte 

v = vi auf QQ', so wird, wenn in der Zone PP' MM': 

du = cp (r) dr 
und in der Zone MM' QQ': 

du = — <|> (r) dr ist, 

R 

'a (<P (r) + Mr) ) dr 



v,-v =p 



ü. 



r^r 2 — a 2 
a 

und es ist Q der Winkel, um den sich die Meridian- 
ebene gedreht hat. Lässt man die geodätische Linie 
wieder bis zum Parallelkreis PP' gehen, so dreht sich 
die Meridianebene wieder um den Winkel Q u. s. w. 
Soll sich die geodätische Linie schliessen, so muss & 
in einem rationalen Verhältnis zu * stehen. Dies Ver- 
hältnis muss, wenn alle geodätischen Linien, die auf 
keinen Rand stossen, geschlossen sein sollen, von a 

unabhängig sein, also: 

R 

a(T(r) + 4 >(r))dr mT 

r/r 2 — a 2 
a 

Hieraus ist cp(r) und <)>(r) zu bestimmen. Darboux 
macht deshalb die Substitution: 

p!r ÄZ + 'R 2 " . i = a + ^2 . r(cp(r) + <Kr)) = 2 8(z). 

a 

F& (z) dz 
Es wird dann das vorhergehende Integral = l -pM- — 

Jja — z 
o 
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Damit dies von a unabhängig sei, muss die Gleichung 
bestehen : 



C 
8(z) = -=z , daraus folgt: 

Vz 



<P(r) + <Kr)=^ 2CR 



V'R 2 - r a 

JVz(a-z) 
O 

Man kann also: C = m setzen. Mithin wird: 
< 7 > T (r) + t(r)- 7 ^:. 

Hat die Fläche einen Äquator, so folgt daraus, 
dass die Kugel die einzige derartige Fläche ist. 

Die Gleichung (7) stellt also die Bedingung dafür 
auf, dass die geodätischen Linien dieser betreffenden 
Fläche sämtlich geschlossen sind, abgesehen von denen, 
die auf einen Rand stossen. Die Flächen sind mithin 
nicht singularitätenfrei. 

T a n n e r y (1892) hat eine Fläche vierter Ordnung : 
16a 2 (x 2 + y 2 ) = z 2 (2a 2 - z 2 ) 
aufgestellt, deren geodätische Linien sich sämtlich 
schliessen. Die Fläche besitzt jedoch auch eine 
Singularität, nämlich einen konischen Punkt. 

Singularitätenfreie Rotationsflächen, auf denen sämt- 
liche geodätische Linien geschlossen sind, hat erst 
Zoll (1901) aufgestellt. Derselbe geht von der 
Darboux'schen Gleichung (7) aus, verändert jedoch 
etwas die Bezeichnung. Sind nämlich: 

z = f (r) und z = g (r) 
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die Gleichungen der beiden Meridiankurven oberhalb 
und unterhalb des Maximalparallelkreises, so wird die 
Gleichung (7): 

(8) |T+f r '(r)> -f i\ + g '(>)* = j^=_ f2 • 

Soll nun die Fläche geschlossen und singularitätenfrei 
sein, so muss die Meridiankurve mit ihren beiden Enden 
senkrecht auf die Rotationsachse treffen, also: 

f '(o) = o und g '(o) = o 

Aus (8) folgt dann: m = 1. Aus der Bedeutung von 
m ergiebt sich der Satz: 

„Auf den singularitätenfreien Rotationsflächen, auf 
denen alle geodätischen Linien geschlossen sind, um- 
winden diese geodätischen Linien die Fläche nur ein- 
mal, besitzen also keine Doppelpunkte." 

Im ersten Teile seiner Arbeit, in dem er sich nur 
mit Flächen mit Scharen von geschlossenen geodätischen 
Linien beschäftigt, hat Zoll gezeigt, dass die Längen 
der geodätischen Linien einer solchen Schar in einem 
rationalen Verhältnis stehen. Bezieht man nämlich die 
Fläche auf ein geodätisches Parallelkoordinatensystem, 
so schneiden die orthogonalen Trajektoren der 
geodätischen Linien von denselben gleiche Längen aus; 
sind nun die geodätischen Linien geschlossen, so 
müssen ihre Längen gleich sein. Da man aber unter 
Umständen eine geodätische Linie mehrmals durch- 
laufen muss, ehe die benachbarten sich schliessen, 
so kann man nur sagen, dass die Längen der ge- 
schlossenen geodätischen Linien in einem rationalen 
Verhältnis stehen. Auf den oben gefundenen Flächen 
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umwinden jedoch sämtliche geodätische Linien die 
Fläche nur einmal, mithin folgt der Satz: 

„Auf den singularitätenfreien Rotationsflächen mit 
lauter geschlossenen geodätischen Linien besitzen die 
geodätischen Linien wirklich alle die gleiche Länge. 44 

Führt man m ==■- 1 in (8) ein, so wird die Be- 
dingungsgleichung: 

2 R 



l/l +f (r)M- ^ + g '(>)* - ftf~p * 

,,Soll nun die Fläche singularitätenfrei sein, so muss 
sich f(r) und g(r) im Intervalle o £ r ^ R als eindeutige 
mit ihren Ableitungen stetige Funktion ergeben, und 
ausserdem müssen die Gleichungen bestehen: 

f '(o) = o f g '(o) = o; f ' (R) = oo f g' (R) = oo.« 

Um ein Beispiel zu bekommen, setzt Z o 1 1 R = 1 
und wählt: 

1 1 



(9) /l + f'(r) 2 --= t=| +cr 2 ,Vl+g'(r)* = ^— -er 2 , 

wo c eine Konstante bedeutet. Die gestellten Be- 
dingungen sind sicher erfüllt, wenn c £. l fe ist. Da 
man für c = o die Kugel erhält, so ergibt sich der 
Satz: 

„Die Kugel lässt sich in stetiger Weise so deformieren 
(variieren), dass alle geodätischen Linien geschlossen 
bleiben. 44 

Aus den Gleichungen (9) ergeben sich für die 
Meridiankurve einer Rotationsfläche mit lauter ge- 
schlossenen geodätischen Linien die Gleichungen: 
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oo, ; ,w — jVii» +«'■' + ^ 



fe 



g(D= i/_j ,„ J_'_rl 



+ c,|4 -yf^?- , - dr - 



Um noch zu beweisen, dass diese Fläche auch an der 
Stelle z = o r = 1 eine analytische Fläche ist, ent- 
wickelt Zoll r als Funktion von z an der Stelle z = o 
in eine Potenzreihe, und es ergibt sich dann aus 
z = f(r) und z = g(r) dasselbe Resultat. 

„Demgemäss liefert Beispiel (10) eine singularitäten- 
freie überall analytische Fläche mit lauter geschlossenen 
geodätischen Linien. 14 

4. Die geodätischen Linien auf den Flächen 
konstanten KrQmmungsmasses. 

Eine dritte Klasse von Flächen, die zu den 
L i o u v i 1 1 e 'sehen Flächen gehören, bilden die 
Flächen konstanten Krümmungsmasses. Für die 
Flächen, deren Krümmungsmass in allen Punkten 
gleich Null ist, d. h. für die abwickelbaren Flächen, 
hat Min ding (1840) die Differentialgleichung der 
geodätischen Linien integriert. Derselbe geht von 
folgender Differentialgleichung aus, die sich auch bei 
Gauss findet : 

(..)^dP* + 2^dpd q+ ^d q ^2dsd(*ö) 

Sind u, v, w die Koordinaten, <p der Bogen der Rück- 
kehrkante der abwickelbaren Flächen, sämtlich 
Funktionen einer Variabein p, so kann man die Fläche 



h 



mit Hülfe einer zweiten Variabein q darstellen durch 
die Gleichungen: 

du dv , dw 

x = u + ( i^» y =v+< id^ ,z==w+q d?- 

Macht man die Substitutionen: 

und nimmt P und Q als neue Veränderliche, so wird 
die Gleichung (11): 

(Q _ ?) ^Q _ 2 mV . *pdQ _ 

w ?; dp8 *\ dP ; i- dF dP vv H o. 

Ein Integral dieser Gleichung ist: 

(Q — P) cos (P - a) + Sdcp cos (P — a) = k, 
wo a und k willkürliche Konstanten bedeuten. Diese 
Gleichung kann mithin als Gleichung der geodätischen 
Linien auf den abwickelbaren Flächen angesehen 
werden. 

Das Problem der Integration der geodätischen 
Linien auf den Flächen, deren Krümmungsmass 
konstant und von Null verschieden ist, hat Wein- 
garten (1882) zuerst auf eine Differentialgleichung 
vom Riccatischen Typus gebracht. Ist: 
(1) ds 2 = E du» + 2 F du dv + G dv 2 

das Linienelement und k das Krümmungsmass der 
Fläche, so will Weingarten das Linienelement 
durch Einführung zweier konjugierten komplexen 
Funktionen fr und fr* der Variabein p und q auf die 
Form: 
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bringen. Eine solche Funktion » genügt als Funktion 
von p betrachtet der gewöhnlichen Differentialgleichung 
dritter Ordnung: 
1 



(13) 



d 2 ■- 1 

/d& -,7-|Ek 



i/o» , 

llp+j/ 



a 



2 



d& \-T + T - ~k 



i di 



dp 



2 dp 



-O, 



6» \— .1 



d ] 2 linear und von der 

zweiten Ordnung ist. 
Es ist dabei: 



1 



a — 



iEG - F 



2 



und p = 



d _ F _ i dE _ i dE 

dp 2 dp 2 dp 

F + i/EG — F* 



Setzt man: 



so besteht die Gleichung: 



(14) 



dp + pdq 



durch welche die Funktion V der Bedingung unter- 
worfen wird: 

<»p 

dq 



(15) 



dV dV 
PX7-dq" 



dq- 



Die Funktion V genügt also, als Funktion von p be- 
betrachtet, der Gleichung (13): 



(16) 



d-V 
- -f V 



(Ek 



dp 5 



a 



2 



dal 



4" + 4 * dp ~ °' 



eine Gleichung, die durch Transformation auf eine 
Riccatische geführt werden kann. Hat man aus dieser 
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Gleichung V als Funktion von p mit zwei willkürlichen 
Konstanten, die man aber hier noch als Funktion von 
q anzunehmen hat, gefunden, so ergibt sich aus der 
Gleichung (15) auch V als Funktion von q. Definiert 
man eine Funktion W durch die Gleichung: 

1 [dV* a*i 

yEHP 2 v 

so genügt diese auch den Gleichungen (15) und (16), 
und es besteht die Bedingung: 

dW dV 

dp dp 

die durch Einsetzen des Wertes von W auf die Form: 



c= - iE 



WWHjW^ 
4 



gebracht werden kann. Unbeschadet der Allgemein- 
heit kann man den absoluten Wert der Konstanten 
gleich der Einheit wählen. Hieraus ergibt sich, dass, 
wenn man: 

W W* 

fr = — fr* = — 

v v V* 

wählt, durch Multiplikation der Gleichung (14) mit der 
zu (14) konjugierten folgt: 

E(W*) 2 dfr dfr* = E dp 2 + 2 F dp dq + G dq 2 , 

und dividiert man durch Gleichung (17), so wird: 

dfr dfr* 



(t + »»*) 



2 



= E dp 2 + 2 F dp dq + Gdq 2 . 



W W* 

Die Funktionen fr — xr und fr* = ^i sind also ge- 

V V 

eignet, das Linienelement (1) auf die Form (12) zu 
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bringen. Nun kann man (12) auf die Liouvillesche 
Form durch eine einfache Transformation bringen, 
man könnte daher jetzt durch Rechnung direkt die 
Gleichung der geodätischen Linien finden. 

Weingarten schlägt aber einen anderen Weg 
ein, der allgemeinere Überlegungen benutzt. Er be- 
trachtet eine Funktion: 

S-aQ'-UbJYv+cv. 

wobei durch V eine gemeinsame Lösung der Differential- 
gleichungen : 

d 2 V 

(18) -$ - V, 

dV dV 

bezeichnet wird und unter A, B, C beliebig gegebene 
Funktionen der unabhängigen Variabein p, q, dagegen 
unter d, ß, ^ derart gegebene Funktionen verstanden 
werden, dass eine gemeinsame Lösung dieser Differential- 
gleichungen existiert, und stellt für diese Funktion ein 
System von drei linearen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung auf. Dasselbe wird 
ausser durch Funktion £ noch durch die beiden 
Funktionen : 

<-a££ + b(w£ + v£) + cvw 

befriedigt, wenn W ein zweites von V unabhängiges 
Integral der Gleichungen (18) und (19) ist. Es sind 
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dann die Funktionen «■ r, Z linear unabhängig. Nimmt 
man speziell: 



IkE a 2 i dal 

S = _l T + T+2 "dp 



|. P-P. T s dp . 



A-O, B=l, C = oi und 

1 



W = 



av *_?!!v* 



dp 2 



VE 
so kann man £, yj, £ auf die Form bringen: 

g = 2 VW*fE , 

C=(WW # - -£-vv*tyE. 

Ferner hat das oben erwähnte System von partiellen 
Differentialgleichungen in dem speziellen Falle die 
Eigenschaft, dass, wenn z irgend eins der Integrale des 
Systems ist, die Gleichung 

z = o 
ein Integral der Differentialgleichungen der geodätischen 
Linien derjenigen Flächen darstellt, von denen Edp 2 -}- 
2Fdpdq-fGdq 2 das Linienelement ist. Benutzt 
man daher die drei partikulären Lösungen £, yj, £ zur 
Darstellung eines allgemeinen Integrals und identifiziert 
dieses mit Null, so erhält man die endliche Gleichung 
der geodätischen Linien der Flächen konstanter 
Krümmung in der folgenden offenbar reellen^Torm: 

a V W* + a* V* W + W W* — ■£- VV* = o, 

wenn unter a und a* zwei konjugierte komplexe Kon- 
stante verstanden werden. 
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Es reicht mithin ein einzelnes partikuläres Integral 
der Differentialgleichung (16), wenn es auch der Be- 
dingung (15) genügt, hin, um ohne weiteres die end- 
liche Gleichung der geodätischen Linien einer Fläche 
konstanter Krümmung angeben zu können. 

Dies ist das hauptsächlichste Ergebnis der Theorie 
der/geodätischen Linien auf den Flächen konstanten 
Krümmungsmasses in analytischer Hinsicht; in geo- 
metrischer^Hinsicht hat namentlich Beltrami (1868) 
sehr viele Eigenschaften derselben abgeleitet, und zwar 
hat "er sich besonders mit den geodätischen Linien 
auf "den Flächen konstanten negativen Krümmungs- 
masses beschäftigt. Die Geometrie der Flächen kon- 
stanter positiver Krümmung ist identisch mit der 
sphärischen, da sich diese Flächen auf die Kugel ab- 
wickeln lassen. 

Um die geodätischen Linien auf den Flächen kon- 
stanten negativen Krümmungs^nasses studieren zu 
können, geht Beltrami von folgendem Ausdruck 
des Linienelements aus: 

(a 2 - v 2 ) du 2 + 2 u v du dv + (a 2 — u 2 ) dv 2 
ds " K " ( a a_u 2 - v*) s 

wobei a eine beliebige Konstante ist. Bei dieser Form 
des Linienelementes wird jede geodätische Linie durch . 
eine lineare Gleichung zwischen u und v gegeben, und 
umgekehrt stellt jede lineare Gleichung zwischen u und 
v eine geodätische Linie dar. Sind x und y die kar- 
tesischen Koordinaten einer Ebene, so liefern die 
Gleichungen : 

x = u, y = v 
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eine solche Abbildung unserer Fläche auf die xy- 
Ebene, dass den geodätischen Linien der Fläche die 
Geraden der Ebene entsprechen, und zwar geschieht 
die Abbildung in der Weise, dass den reellen im End- 
lichen gelegenen Punkten der Fläche die im Jnnern 
des „Grenzkreises* 4 

x 2 + y a =■ a 2 
gelegenen Punkte der Bildebene entsprechen. Die im 
unendlichen gelegenen Punkte bilden sich auf der 
Peripherie des genannten Kreises ab. Die geodätischen 
Linien sind die Sehnen des Kreises. 

Die Geometrie auf den Flächen konstanter ne- 
gativer Krümmung oder in anderer Ausdrucksweisc 
die pseudosphärische Geometrie hat insofern Be- 
deutung als sie, wie Beltrami (1868) zuerst gezeigt 
hat, ein vollständiges Analogon zu der sogenannten 
Nicht-Euklidischen Geometrie liefeit. Denn in der 
pseudosphärischen Geometrie gelten, wenn man* den 
Begriff „Gerade" durch „geodätische Linie" ersetzt, die- 
selben Postulate und Axiome wie in der Ebene, ab- 
gesehen von dem sogenannten elften Euklidischen 
Axiom: „Zwei gerade Linien, welche von einer 
dritten so geschnitten werden, dass die beiden inneren 
an derselben Seite liegenden Winkel zusammen kleiner 
als zwei Rechte sind, schneiden sich hinreichend ver- 
längert an eben dieser Seite." Denn aus der Ab- 
bildung auf die Kreisfläche ergibt sich sofort, dass 
man zu jeder gegebenen reellen geodätischen Linie 
AB durch einen ausserhalb derselben gelegenen Punkt 
B stets zwei parallele geodätische Linien CA und CB 
egen kann, die einen von o° und 180° verschiedenen 

Safer. 3 



.34 




Winkel mit einander einschliessen. Die Hälfte dieses 
Winkels oder den Winkel, den eine parallele geo- 
dätische Linie mit der zu der gegebenen senkrechten 
einschliesst, ist der sogenannte Parallelwinkel. Dieser 
hängt von der Länge des Lotes ab. 

Daraus dass der Parallelwinkel kleiner als 90° ist, 

4 

folgt auch, dass auf den pseudosphärischen Flädhen 
die Summe der Winkel eines geodätischen Dreiecks 
kleiner als 2R ist. Die näheren Formeln für 1 die 
Trigonometrie der geodätischen Dreiecke auf diesen 
Flächen sollen später gegeben werden. 



III. Allgemeine Ergebnisse der Theorie 
der geodätischen Linien. 

1. Die homogenen Integrale ersten und zweiten 

Grades. 

* - • , « ■ 

Wir wenden uns nun den allgemeinen Methoden 
der Bestimmung der geodätischen Linien zu; dieselben 
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gehen darauf aus, Lösungen der partiellen Differential- 
gleichung: 

(20) A8=l 

zu suchen. Um eine solche Differentialgleichung: 

(21) f(u,v,p,q) = 

zu integrieren, wo u, v die unabhängigen Väriabeln 
und p und q die partiellen Ableitungen der gesuchten 
Funktion nach u und v bedeuten, hat man nach 
L a g r a n g'e eine zweite Gleichung: 

(22) cp(u, v, p, q) = C 
hinzuzunehmen, wo <p so zu bestimmen ist, dass bei 
der Berechnung von p und q aus (21) und (22) die 
Integrabilitätsbedingung: 

dp _ dq 

dv ~~ du 

stattfindet. Die Bestimmung von <p als Funktion der 
vier Variabein u, v, p, q führt auf die lineare partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung: 

. _ df d cp df d cp df d cp df dcp 

"' {?) ~" düdp — dpdu + dvdq """dqdv' 

die auf ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zurückgeführt werden kann. Ist (22) ein Integral dieses 
Systems und hat man p und q aus (21) und (22) be- 
rechnet, so wird die Lösung der Gleichung (20): 

8 = { (pdu -f q dv) und 

de 

dC"" C 

die Gleichung der geodätischen Linien. 

Da man cp aus der Gleichung: 

(23) (A,cp) = 
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nicht allgemein berechnen kann, so hat man zunächst 
über die Funktion cp spezielle Annahmen gemacht. Es 
ergaben sich daraus verschiedene Klassifikationen der 
Intregrale. Mit dieser Theorie haben sich besonders 
französische Mathematiker beschäftigt. Dieselben gehen 
von der dynamischen Fassung das Problems der 
geodätischen Linien aus. Es sind in diesem Falle 
p und q gleich den Componenten der Geschwindigkeit 
des beweglichen Punkes. Die Gleichung (20) stellt das 
Integral der lebendigen Kraft dar, und es handelt sich 
nun darum, noch ein zweites Integral (22) der Bewegungs- 
gleichungen zu finden. Die speziellen Annahmen über 
cp gehen dahin, dass man cp in bestimmter Weise von 
den Komponenten der Geschwindigkeit p und q ab- 
hängen lässt. So hat B e r t r a n d (1857) zuerst die 
Integrale der Probleme der Mechanik studiert, die 
algebraisch inbezug auf die Geschwindigkeiten sind. 
Er hat jedoch noch keine Anwendungen auf die 
geodätischen Linien gemacht. (Koenigs (1886) hat 
gezeigt, dass, wenn ein Problem der Dynamik irgend 
welche algebraischen Integrale hat, es auch notwendig 
rationale ganze oder gebrochene haben muss. Man 
kann sich also auf das Studium der ganzen und ge- 
brochenen Integrale beschränken.) Nach Bertrand 
hat M a s s i e u (1861) denselben Gegenstand betrachtet 
und gezeigt, dass die Integrale zusammengesetzt sind 
aus einer Konstanten gleich einer homogenen Funktion 
der Grössen p und q, während die anderen Variabein 
in irgend einer Weise eintreten. Dann hat er besonders 
die Integrale ersten und zweiten Grades behandelt. Ist: 

ds 2 - 4 \ dx dy, 
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so wird die Gleichung (20): 

Massieu nimmt zuerst: 

cp -= a p + bq 
an, wo a und b Funktionen von x und y sind. Setzt 
man diesen Wert von cp in (23) ein, so muss diese 
Gleichung identisch befriedigt werden, d. h.dieKoeffizienten 
von p und q müssen einzeln gleich Null sein. Daraus 
kann man a, b und auch X bestimmen, denn es ist 
klar, dass nicht alle Flächen ein Integral ersten Grades 
für die geodätischen Linien zulassen. Auf diese Weise 
erhält Massieu den Satz : 

Die Rotationsflächen und die Flächen, die sich 
auf solche abwickeln lassen, sind die einzigen, für die 
ein lineares und homogenes Integral existiert. 
Ist: 

cp = a p 2 -r 2 bpq + cq 2 , 
so ergibt sich aus (23), dass bei passender Wahl der 
Variabein die beiden Fälle: 

a= 1, c= 1 
a=l, c = 
zu unterscheiden sind. Massieu hat nur den ersten 
Fall behandelt, auch Bour (1862) hat die zweite An- 
nahme nur erwähnt. Bei der ersten Annahme kann 
man das Linienelement auf die Form: 

ds 2 = 4(f(x + y) + fi(x-y))dxdy 
bringen ; also die Flächen, deren Linienelement auf die 
Liouvillesche Form reduktibel ist, bilden eine erste 
Klasse, für die das Problem der geodätischen Linien 
ein homogenes Integral zweiten Grades inbezug auf 
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p und q zulässt. Die andere Annahme ergibt das 
Linienelement: 

ds 2 = 4(xY'-HYi)dxdy, 
wo Y und Yi Funktionen bedeuten, die nur von y ab- 
hängen. Diese Form ist von K o e n i g s als die 
Lie'sche bezeichnet worden aus einem Grunde, der 
später bei der geodätischen Abbildung hervortreten wird. 

D a r b o u x fässt die Resultate folgendermassen 
zusammen : 

Ist: 

ds 2 = E du 2 + 2 F du dv : + G dv 2 
das Linienelement einer Fläche, 

(24) A9 = ep 2 + 2fpq + gq 2 =l 

die partielle Differentialgleichung, von der die Bestimmung 
der geodätischen Linien abhängt und: 

(25) e'p 2 -f 2f'pq-f g'q 2 = C 

ein Integral zweiten Grades, so können zwei Fälle ein- 
treten. Wenn die ersten Glieder der Gleichungen (24) 
und (25) keinen linearen Faktor von der Form 
a P + ß Q gemeinsam haben, so ist das Linienelement 
der Fläche auf die Liouvillesche Form: 

ds*=(Ui — Vi)(dui 2 -|-dvi 2 ) 
zurückführbar, wo die Funktionen Ui und Vi abgesehen 
von konstanten Faktoren die Wurzeln der Gleichung 
zweiten Grades von k: 

(26) (f ' - kf) 2 - (e' - ke) (g' - kg) = 

sind, die man dadurch erhält, dass man ausdrückt, dass: 

(c' _ ke) p 2 + 2(f ' - kf) pq 4 (g' - kg) q 2 
ein vollständiges Quadrat ist. Man wird also ohne 
irgend eine Integration das Linienelement auf seinen 
reduzierten Ausdruck bringen können. Es wird genügen, 
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als 'unabhängige Variable irgend welche^ Funktionen 
der beiden Wurzeln der Gleichung (26) zu nehmen. 

: Wenn die ersten Glieder der Gleichungen (24) 

und (25) einen Faktor gemeinsam haben, so ist das 

Linienelement auf die L i e 'sehe Form transformierbar. 

Ferner weist D a r b o u x darauf hin, dass, wenn 

man zwei verschiedene Integrale zweiten Grades: 

e / p 2 + 2f'pq + g / q 2 ==C 
e"p 2 + 2 f "p q + g/'q 2 = C" 
erhalten hat, auch : 

(e' -f ke") p 2 -f 2 (P -f kf") p q + (g'-f kg")q 2 - C + kC", 
w.o. k eine. beliebige Konstante bedeutet ein Integral des 

■ * * 

Problems ist. Da jedem Wert von k . eine , bestimmte 
Reduktion des Linienelements auf die Li puv i 1 1 e 'sehe 
Form entspricht, so ergibt sich auch hieraus der Satz, 
der schon pg. 19 erwähnt worden ist. Wenn das 
Linienelement einer Fläche auf zwei verschiedene 
Weisen auf die L i o u v i 11 e.'sc.he Form zurüqkführbar 
ist, sp ist es auf unendlich, viele Weisen auf diese. Form 
zurückführbar. 

* 

Im Anschluss hieran untersucht Darboux noch 
die Fälle; wo das Problem der geodätischen Linien 
ausser einem linearen Integral noch ein quadratisches 
zulässt. Existiert ein Integral ersten Grades, so ist, wie 
Massie u gezeigt hat, die Fläche auf eine Rotations- 
fläche abwickelbar. Man kann daher nach dem letzten 
Satz das Problem auch so fassen : wann ist . das 
Linienelement einer auf eine Rotationsfläche abwickel- 
baren Fläche auf unendlich viele Weisen in die 
Li o u vi 1 1 e 'sehe- Form transformierbar. .In dieser 
.Weise hat Raffy (1889) , das Problem gefasst und ist 
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zu demselben Resultate wie D a r b o u x gelangt. Wenn : 

ds* = 4 X dx dy 
das Linienelement der Fläche ist, so findet Raffy, 
dass für die in Rede stehenden Flächen X die Werte: 

p + q(e -fe ) 

X= Pe x + y -f Qe 2( *+ y) 
p 

(x + yr v 

X = x-f-y 

haben kann, wo P und Q beliebige Konstanten sind, 
und Darboux erhält, dass diese Flächen ausser 
dem Integral der lebendigen Kraft und dem linearen 
Integral nicht bloss noch ein quadratisches Integral 
sondern zwei verschiedene quadratische Integrale haben. 

Raffy hat zwar zuerst die explicite Darstellung 
der Linienelemente gegeben, aber Darboux ist 
zuerst zu der Methode, die übrigens von der Raffy- 
schen verschieden ist, gelangt, nach der man die 
Linienelemente finden kann. K o e n i g s bezeichnet 
daher diese Klasse von Flächen als Darboux 'sehe 
Flächen. 

Koenigs (1895) hat vollständig durch Rechnung 
die Frage gelöst, alle die Probleme der geodätischen 
Linien zu finden, die mehrere quadratische Integrale in 
bezug auf die Geschwindigkeit zulassen. Er führt 
dabei folgende bequemere Bezeichnung ein, indem er 
nicht mehr von dem Quadrate des Linienelementes 
einer Rotationsfläche und der auf sie abwickelbaren 
Flächen spricht, sondern dies einfach das betreffende 
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Rotations-ds* (ds 1 de Evolution) nennt. Die Ergebnisse, 
die er findet, sind folgende: 

1. Wenn ein ds* für seine geodätischen Linien 
mehr als drei quadratische Integrale abgesehen von 
dem der lebendigen Kräfte besitzt, so besitzt es~genau 
fünf und hat konstante Krümmung. 

2. Es gibt keine ds 8 , deren geodätische Linien 
genau vier quadratische Integrale abgesehen von dem 
Integral der lebendigen Kräfte besitzen. Aber es gibt 
solche, die genau drei zulassen. Diese ds 2 sind die 
Rotations-ds* mit quadratischen Integralen, die durch 
D a r b o u x bestimmt sind. 



2. Geodätische Abbildungen. 

Mit den Problemen der homogenen Integrale hat 
D a r b o u x zwei Probleme in Zusammenhang gebracht, 
die von Beltrami (1866) und Dini (1870) gelöst 
worden sind. Das erste Problem lautet: Eine gegebene 
Fläche in der Art auf eine Ebene abbilden, dass den 
geodätischen Linien der Fläche die Geraden der Ebene 
entsprechen. Beltrami löst die Aufgabe folgender- 
massen: Da den geodätischen Linien die Geraden der 
Ebene entsprechen sollen, so muss bei passender Wahl 
der Koordinaten u, v die Differentialgleichung der 
geodätischen Linien ein Integral von der Form: 

au + bv-f c = o 
haben, d. h. sie muss reduktibel auf die Form: 

du d* v -f dv d 2 u = o 
sein, in der Differentialgleichung der geodätischen 
Linien müssen daher die Koeffizienten von du 9 , du 2 dv, 
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du dv 2 , dv 8 verschwinden. Es ergeben sich ,also die 
vier Bedingungsgleichungen: 

W dF _ . 6 Jl\ _ i f *ß _ 
c Uu . « dv/ 2 du ' 

p dG /«5F . dE\ „6E • , n iE- 

du \du " dv/ dv 2 du 

r dE . P /dF , dG\ „dG iQ 

... G -dv+ F ldV-id u )- F dü-^ E dv-^ ' 

Vdv * du/ - 



dG 
= o. 



dv 

£)ie Behandlung dieser Gleichungen führt darauj, dass 
sich das Linienelement auf die L i o u v i 1 1 e 'sehe Form: 

ds 2 = (<p (a) -} <|> (ß)) (cp (a) da 2 + * (ß) dß 2 ) 

bringen lässt, wobei aber <p und <|> die speziellen Werte: 

? ^ = mmr(> r?tT t : kk 7 e ra ) -2h '. 

1 
* ^ = nm''(k' e^ + ke - r ?) fTh" 

haben., Durch eine weitere Rechnung findet er dann, 
dass das Krürfimungsmass dieser Flächen konstant 
sein muss. Also die einzigen Flächen, die eine Lösung 
des Problems geben können, sind die Flächen kon- 
stanter Krümmung. Darboux hat die Darstellung 
Von B e 1 f r a m i sehr vereinfacht, eine Vereinfachung, 
die er auch zum Teil dadurch erreicht, dass er nicht 
ein allgemeines Koordinatensystem, sondern ein ortho- 
gonal geodätisches zu Grunde legt. 

Am Schlüsse seiner Arbeit hat B e 1 1 r am i folgende 
Aufgabe als Verallgemeinerung seines Problems erwähnt: 
Zwei gegebene Flächen in der Weise auf einander 
abzubilden, dass den geodätischen Linien der einen 
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Fläche geodätische Linien der andern entsprechen. 
Diese Aufgabe hat Dini (1870) gelöst. Er geht von 
folgendem vonTissot herrührenden Satz aus: „Sind 
zwei reelle Flächen durch eine ganz beliebige reelle 
Punkttransformation auf einander abgebildet, so gibt 
es immer auf der einen Fläche ein orthogonales 
System von Kurven, deren entsprechende Kurven auf 
der zweiten Fläche ebenfalls ein orthogonales System 
bilden". Werden nun diese" beiden ' orthogonalen 
Kurvenscharen als Koordinatenlinien gewählt, so seien 
die Linienelemente: - . 

ds* = E du 2 + Q dv 2 , 
dsi 2 =-- Ei du 2 -| Gi dv 2 

7 • 

Es wird dann die Differentialgleichung der geodätischen 
Linien für die erste Fläche: 



2EG(dud 2 v — dvd*ü) — E^ du 3 + 

• öV 



( 



2E t°-Q' i , E )du'dv-(2Q' i , E -E^dudv' 

ÖU du/ V OV dV ' 

-j- G — dv 3 = o. 

• ov ' 



Die Differentialgleichung der geodätischen Linien für 
die zweite Fläche erhält man hieraus durch Ersetzung 
von E durch Ei und G durch Gj. Sollen sich die 
geodätischen Linien der beiden Flächen entsprechen, 
so igt notwendig und hinreichend, dass die Differential- 
gleichungen identisch sind, d. h. dass: 
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EG-XEi&.E^XEi-^.aE^-G^ 

dv dv du du 

J- c dGj dEi\ - r dE _dG 

dEi „ dGA „dG , „ dGi 



■fl-^K" 1 ' 



du 



Die Integration dieser Gleichungen ergibt, dass die 

Linienelemente zweier Flächen, die auf einander 

geodätisch abbildbar sind, durch folgende Formeln 
gegeben sind: 

(27) ds 2 = (U — V) (Ui du 2 + Vi dv 2 ) 

n*\ A* *- ( !_ 1 \( U idu 2 Vidv 2 \ 

K } x "" VaV+ b aU + W\a(aU+b) + a(aV+b)/ 

wobei U, Ui nur von u und V, Vi nur von v ab- 
hängige Funktionen bedeuten, a und b sind willkürliche 
Konstanten. Daraus folgt, dass die erste Fläche auf 
unendlich viele Flächen, die nicht auf einander ab- 
wickelbar zu sein brauchen, geodätisch abgebildet 
werden kann. Ferner ergibt sich aus den Formeln, 
dass eine solche geodätische Abbildung nur bei 
L i o u v i 1 1 e "sehen Flächen stattfinden kann. 

Verlangt man mit D i n i sowohl, dass die be- 
treffenden Flächen reell sind, als auch, dass die 
Abbildung sich durch reelle Gleichungen zwischen den 
kartesischen Koordinaten der beiden Flächen ausdrücken 
lassen soll, so geben D i n i ' s EntWickelungen die 
allgemeinste Erledigung des Problems. Lässt man 
dagegen alle Beschränkung hinsichtlich der Realität 
fallen, so erhält man, wie Lie(1882) gezeigt hat, 
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noch weitere Resultate. Der Tissot'sche Satz er- 
leidet nämlich eine Ausnahme, wenn die Abbildung 
konform oder halbkonform ist, d. h. wenn sich die 
beiden Scharen der Linien von der Länge Null auf 
beiden Flächen entsprechen oder wenn nur ^ d'ne 
Schar derselben wieder in Linien von der Länge Null 
übergeht, die andere aber einer Schar von gewöhnlichen 
geodätischen Linien entspricht. Der erste Fall bildet 
nur insofern eine Ausnahme, als in ihm jedem^ Ortho- 
gonalsystem von Kurven wieder ein Orthogonalsystem 
entspricht, während es im zweiten Falle auf der. einen 
Fläche kein Paar von orthogonalen Kurvenscharen 
gibt, die bei der Abbildung in orthogonale Kurven- 
scharen der andern Fläche übergehen. Um diesen 
letzten Fall zu erledigen, bezieht L i e die eine Fläche 
auf die Kurven von der Länge Null als Koordinaten- 
linien, während bei der andern Fläche nur die eine 
Schar der betreffenden Kurven Koordinatenlinien sind. 
Es sind dann die Linienelemente der beiden Flächen: 

(29) ds 8 = 2 F dx dy, 

(30) ds 2 =Eidx 2 + 2F, dxdy. 

Die Differentialgleichung der geodätischen Linien wird» 
wenn man y als Funktion von x längs der geodätischen 
Linie annimmt, für (29): 

1 dF 1 dF 

y + "Fdy y ~Fiy y ~ °' für (30): 

Fi dy y + 2Fi^dy £ dx/ y 

i 1 /c ''Ei 1C JFi , p <JEA 
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Da beide Differentialgleichungen identisch sein sollen, 
so -erhält man die Bedingungsgleichungen: 

d log Fi dlogF dEi oc dFi , „ dEi 

dy dy dy px T dx 

l^/gdEi 2 dFi\ _ 2 dF 

FA dy dx / F dx ' 

Ersetzt man x und y durch bestimmte Funktionen 
von x bezw. y so folgen aus den Differentialgleichungen 
die Werte: 

F-y (-X(x), E. -Jx-*(y-i X(x)) 3 f 

. Fi -_-x- : '(y }-X(x)), 

wo X (x) eine beliebige Funktion von x ist. L i e 
•erhält also den Satz: 

„Sollen zwei Flächen sich in solcher Weise auf 
einander abbilden lassen, dass die eine und nur die 
eine Schar von Minimalkurven der einen Fläche einer 
Minimalkurvenschar auf der zweiten Fläche entspricht, 
so kann das Bogenelement der ersten Fläche die Form: 

(31) ds 2 - (y -|- X (x) ) dx dy 

und gleichzeitig das Bogenelement der zweiten Fläche 
die Form: 

dsi 2 =.U~ 4 (y : X(x)) 2 dx 2 — x~ :J (y + X(x))dxdy 

erhalten." 

Beschränken wir uns auf reelle Flächen, so handelt 
es sich darum, wann das Bogenelement einer reellen 
Fläche die Form (31) erhalten kann. Es muss dann 
dasselbe ebenfalls die Form: 

ds 2 = (x' + ^ (y') ) dx' dy' 



annehmen, können. Dies ist nur möglich, , wenn 
entweder: 

<(, = by' oder <|> = - 

vy' 

gesetzt werden kann. Verbindet man diese Resultate 
mit den D i n i 'sehen, so ergibt sich der Satz: 

„Gestattet eine reelle Fläche eine geodätische Ab- 
bildung auf Flächen, auf welche sie nicht abwickelbar 
ist, so kann ihr Bogenelement sicher die Form: 

ds 2 = ('}(*-{ -y)-f¥ ! (x — y))dxdy 

erhalten; dabei wird die betreffende Abbildung im 

allgemeinen durch D i n i ' s Formel geliefert. Wenn 

jedoch das betreffende Bogenelement entweder die Form; 

ds 2 = !(x-fy) 2 -(x-y) 2 +l}dxdy ■ 

ds 2 =;a(x + y)-} b(x~y)jdxdy 1 

erhalten kann, so gestattet die betreffende Fläche nicht 

allein solche geodätische Abbildungen, die durfch 

D i n i ' s Formel geliefert werden, sondern noch weitere 

geodätische Abbildungen, die sich indess nie durch reelle 

Relationen zwischen den betreffenden Punktkoordinaten 

ausdrücken lassen. 

D a r b o u x hat die beiden Probleme von einem 
anderen Gesichtspunkte aus betrachtet, indem er die 
Variationsrechnung in den Vordergrund stellt. Er geht 
von der Frage aus, welches die Väriationsprobleme 

f(u, v, v')du 
sind, die eine gegebene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: : 

(32) 'v" = ? (ü, v, vO 

1) Diese beiden Linienelemente ergeben sich aus den 
beiden Annahmen- über ty durch einfache Transformation.. L 
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als Lösung haben. Ist es nun möglich, unter denselben 
zu einem Variationsproblem von der Form: 

iVEi^Fv'+Gv^du 

zu finden, so lässt sich (32) als Differentialgleichung 
der geodätischen Linien auf einer Fläche, deren 
Linienelement: 

ds 2 = E du 2 -f 2 F du dv -f Gdv» 

ist, auffassen. Da für u und v als rechtwinklige 
Koordinaten in der Ebene (32) auch eine zweifache 
Kurvenschar in der Ebene darstellt, so sind dann die 
gefundenen Flächen derart auf die Ebene abgebildet, 
dass den geodätischen Linien der Fläche die Kurven 
der zweifachen Schar in der Ebene entsprechen. Bei 
dem B e 1 1 r a m i 'sehen Problem sind die Kurven in 
der Ebene die Geraden. Man hat also die Differential- 
gleichung: 

v" = o, 
und es ergiebt sich, dass die Lösungen, die von der 

Form jYE -4- 2 Fv '-f Gv /2 du sind, Flächen angehören, 
die konstantes Krümm ungsmass besitzen. Bei dem 
D i n i 'sehen Problem handelt es sich darum, zwei 
verschiedene Lösungen von der betreffenden Form zu 
finden; als Bedingung dafür, dass dies möglich ist, 
ergibt sich, dass die Differentialgleichung der geodäti- 
schen Linien ein homogenes quadratisches Integral 
zulassen muss. Nach den im vorigen Abschnitte be- 
handelten Theorieen erhält man dieselben Ergebnisse, 
wie sie D i n i und L i e gefunden haben. 

Die Probleme von B e 1 1 r a m i und D i n i hat 
Busse (1896) verallgemeinert, indem er sich folgende 
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Frage vorlegt: Unter welcher Bedingung lassen sich 
zwei Flächenstücke S und 2 derart punktweise ein- 
deutig auf einander beziehen, dass jeder geodätischen 
Linie des Flächenstückes S eine Linie konstanter 
geodätischer Krümmung des Flächenstückes 2 entspricht? 
Dies Problem wird folgendermassen gelöst: Ist: 

ds 2 = ff du dv 
das Linienelement der Fläche S und 
(1) ds 2 = E du 2 + 2 F du dv + G dv 2 

das der Fläche S, so gibt die Forderung, dass den 
geodätischen Linien von S Kurven konstanter geo- 
dätischer Krümmung von 2 entsprechen, fünf Be- 
dingungsgleichungen. Durch Einführung einer 
Funktion fi von u und v, die aus den Koeffizienten 
von (1) in bestimmter Weise abgeleitet werden kann, 
erhält man als Lösung des Problems für $ die Werte: 

(33) 1) ? -- fi, 2) <p (w) = - ~l f ^P. A , w=u-| v. 
v ' T / t\ / ci-f jfi(w)dw ' 

Fasst man: 

ds 2 = fi du dv 

als Linienelement einer neuen Fläche Si auf, so hat 
diese Fläche folgende Eigenschaft: Sie ist durch die 
Koordinaten u, v auf die Fläche S so abgebildet, dass 
den geodätischen Linien von S die geodätischen 
Linien von Si entsprechen, ferner ist sie auf X in der 
Weise konform abgebildet, dass den geodätischen 
Linien von Si Kurven konstanter geodätischer 
Krümmung^von £ entsprechen. 

Nimmt man die erste Lösung des Problems: 
<p - fi, so ist 2 und Si aufeinander abwickelbar. Da 

Sag<*r. 4 
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sich bei der Abwickelung die geodätische Krümmung 
nicht ändert, so können den geodätischen Linien, die 
doch die geodätische Krümmung Null haben, nur 
wieder geodätische Linien entsprechen. Die Flächen 
S und S sind mithin in diesem Falle so aufeinander 
abgebildet, dass den geodätischen Linien von S die 
geodätischen Linien von E entsprechen. Dies Problem 
hat aber D i n i schon gelöst. Dasselbe ergibt sich 
daher, wie es natürlich war, hier als spezieller Fall. 

Bei der zweiten Lösung: <p(w) ^ Cl + r fl ^ )dw . w 

= u + v folgt, weil in diesem Falle fi nur eine Funktion 
von u -f- v sein kann, dass diese Lösung nur möglich 
ist, wenn Si und auf Grund der D i n i 'sehen Formeln 
auch S in eine Rotationsfläche verbiegbar ist. Ist 
mithin das Flächenstück S auf eine Rotationsfläche 
abwickelbar, so werden mit Hülfe der Gleichung 

cp(w) = 



c T + jfi (w) dw 

aus jedem Flächenstück Si solche Flächenstücke E 
abgeleitet, so dass den geodätischen Linien von Si 
Kurven konstanter geodätischer Krümmung von H ent- 
sprechen und die Abbildung beider Flächen eine kon- 
forme ist. Daraus folgt, dass auch £ und S in der 
Weise abgebildet sind, dass den geodätischen Linien 
von S Kurven konstanter geodätischer Krümmung von 
2 entsprechen, wobei allerdings die Abbildung nicht 
immer konform zu sein braucht. 
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Ist also das Quadrat der Länge des Linien- 
elementes des auf eine Rotationsfläche abwickelbaren 
Flächenstückes S in der Form: 

ds 2 = E (u) (du 2 -I dv 2 ) 
gegeben, so erhält man aus den D i n i 'sehen Formeln 
als Fläschenstück Si: 

1. ds 2 =E(u)(du 2 + dv 2 ), 



2. ds 2 i = 



E(u) / du 2 . dv 2 



/ au* , dv B \ 
\ E (u) + m : + "m ) 



m(E(u)-f m)\E(u) + m 

,und aus diesen beiden Ausdrücken ergibt sich ver- 
mittelst der Formeln (32>2 als Flächenstück 2: 

do2= (cr^Ei,du^ du2 + d ^ 

da,*= E(U) 



m (E (u) | m)(ci -\ 2 f *u]du \ 

\ J m(E(u) + m)|/ 



2 



/ du 2 , dv*\ 
\E(u)+m ^ m) " 



E (u) + m 

ds 2 und da 2 und ebenso ds 2 und dai 2 sind also durch 

die Koordinaten u und v so auf einander 

abgebildet, dass den geodätischen Linien von ds 2 Kurven 

konstanter geodätischer Krümmung von da 2 bezw. 

dai 2 entsprechen, aber während die Abbildung von ds 2 

und da 2 auf einander konform ist, ist die andere nicht 

konform. 

Die konforme Abbildung zweier Flächen wendet 

nun Busse besonders auf die Flächen konstanten 

Krümmungsmasses an, denn dieselben sind immer 

auf Rotationsflächen abwickelbar. Die Rechnung 

ergibt, dass, wenn das Krümmungsmass der einen 

Fläche konstant ist, auch das der andern konstant 

4* 
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sein muss. Daraus ergibt sich der Satz: Auf die 
Teile einer Fläche konstanten Krümmungsmasses Sj 
können die Teile einer jeden Fläche konstanten 
Krümmungsmasses S und nur einer solchen in der 
Art konform abgebildet werden, dass jeder geodätischen 
Linie des Flächenstückes Si eine Linie konstanter 
geodätischer Krümmung des Flächenstückes il ent- 
spricht. 

B e 1 1 r a m i hatte also gezeigt, dass die Flächen 
konstanter Krümmung die einzigen sind, die so auf 
die Ebene abgebildet werden können, dass den geo- 
dätischen Linien die Geraden in der Ebene ent- 
sprechen. Aus dem obigen Satze folgt, dass auch die 
Flächen konstanter Krümmung die einzigen sind, die 
auf die Ebene in der Weise konform abgebildet werden 
können, dass den geodätischen Linien der Fläche bei 
der Abbildung Kreisbogen oder gerade Linien ent- 
sprechen. 

3. Geodätische und kürzeste Linien. 

Es ist oben erwähnt worden, dass die geo- 
dätischen Linien nur innerhalb gewisser Grenzen die 
Eigenschaft besitzen, durch die sie zuerst in die 
Literatur eingeführt worden sind, nämlich die Eigen- 
schaft, die kürzeste Verbindungsstrecke zwischen zwei 
Punkten der Fläche zu sein. Jacobi hat 1837 
darauf hingewiesen, dass die Minimumseigenschaft der 
geodätischen Linien nur dann besteht, wenn es 
zwischen den beiden Endpunkten auf der Kurve nicht 
zwei andere gibt, zwischen denen man noch eine zweite 
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unendlich nahe kürzeste Kurve ziehen kann, und in 
seinen Vorlesungen über Dynamik findet sich die 
Stelle: „Wenn man von einem Punkte einer Ober- 
fläche nach allen Richtungen kürzeste Linien zieht, so 
können zwei Fälle eintreten: zwei unendlich nahe 
kürzeste Linien laufen fortwährend nebeneinander, 
ohne sich zu schneiden, oder sie schneiden sich 
wiederum, und alsdann bildet die Kontinuität aller 
Durchschnittspunkte ihre einhüllende Kurve. Im ersten 
Falle hören die kürzesten Linien nie auf kürzeste zu 
sein, im zweiten Falle sind sie es nur bis zum Be- 
rührungspunkte mit der einhüllenden Kurve. Das 
erstere findet, wie sich von selbst versteht, bei allen 
developpablen Flächen statt, denn in der Ebene 
schneiden sich die durch einen Punkt gehenden Ge- 
raden nie wieder; ferner findet es auch, wie ich ge- 
funden habe, bei allen konkavkonvexen Flächen statt." 
„Hiermit soll übrigens nicht gesagt sein, dass es nicht 
auch konkav-konkave Flächen geben könnte, welche 
in diese Kategorie gehören. 41 J a c o b i selbst ist auf 
diese Fragen nirgends weiter eingegangen. 

Dass auf Flächen mit durchaus negativem 
Krümmungsmass zwei benachbarte geodätische Linien 
sich niemals schneiden, hat zuerst Bonn et (1855) 
bewiesen. Gehen von einem bestimmten Punkt O 
einer Fläche zwei unendlich nahe benachbarte geo- 
dätische Linien aus und nimmt man O zum Anfangs- 
punkte eines geodätischen Polarkoordinatensystems, so 
werde : 

ds 2 - du 2 -f m 2 dv 2 . 
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Entspricht nun die eine geodätische Linie einem be- 
stimmten Werte v und die andere dem Werte v f dv, 
so ist die senkrechte Entfernung beider: 

m dv = p. 
Sollen sich also beide Linien schneiden, so muss 
p = o oder m = o werden, denn dv ist konstant und 
nicht gleich Null. Nach Gauss muss m und mithin 
auch p als Funktion von u betrachtet der linearen 
Differentialgleichung genügen : 

< 34 > ?J + o> - °- 

wo öt>; das Krümmungsmass der Fläche in dem Punkte 

KK 

u, v ist; es wird ferner für u = o : p = o und , - ==dv. 

ou 

Von dieser Gleichung (34) geht Bonnet aus und 

nimmt an, dass für die betreffende Fläche immer 

R ~ R -, < o ist, dann kann man setzen 

1 . 1 



RR /<; a 2 

für a als reelle Konstante, nimmt man dann die 
Gleichung: 

^P 1 _ P 1 - n 

"du 2 ~ä» ~ ' 
so wird, wenn man sie in derselben Weise integriert, 

dass für u = o pi = o und -, - = dv ist, 

ou 



a / jl - A\ 



Nach einem Satze von Sturm über Differential- 
gleichungen muss pi in irgend einem Intervalle min- 
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destens ebenso oft Null werden wie p; da aber pi 
niemals Null wird, so kann auch p nicht Null werden. 
Also: 

Auf einer Fläche von negativem Krümmungs- 
mass ist eine geodätische Linie kürzeste in ihrer ganzen 
Länge. 

Ferner zeigt B o n n e t mit Hülfe eines zweiten 
Satzes von Sturm über Differentialgleichungen die Sätze: 

Wenn längs einer geodätischen Linie das Produkt 
der Hauptkrümmungsradien positiv und kleiner als a 2 
ist, kann die Linie nicht der kürzeste Weg sein in 
einem Intervalle, das grösser als xa ist. Folglich ist 
die kürzeste Entfernung von irgend zwei Punkten einer 
konkav-konkaven Fläche kleiner als xa, wobei a 2 eine 
Zahl ist, die grösser als das Produkt RR' der Haupt- 
krümmungsradien in allen Punkten der Fläche ist. 

Nach Bonnet hat C h r i s t o f f e 1 (1868) etwas 
einfacher aus der Gleichung: 

,<*^ d 2 m , « 

(35) ^ + m k = o, 

wo k das Krümmungsmass der Fläche bedeutet, den 
von J a c o b i angegebenen Satz bewiesen, indem er 
direkt aus der Gleichung schliesst, dass für k < o m 
nie Null werden kann. 

Beide Beweise zeigen jedoch nur, dass zwei 
unendlich nahe benachbarte von einem Punkte ausgehende 
geodätische Linien sich nicht wieder schneiden: für 
geodätische Linien, die unter endlichen Winkeln von 
einem Punkte einer konkav-konvexen Fläche ausgehen 
haben dies Thomson tmd Tait (1867) mit Hülfe 
des Theorems von Gauss über die curvatura integra 
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eines von geodätischen Linien begränzten Flächen- 
stückes bewiesen; Ausnahmen bilden nur die Umstände, 
dass die Fläche Punkte besitzt, wo das Krümmungs- 
mass unendlich wird oder zu existieren aufhört, oder 
wenn die Fläche eine mehrfach zusammenhängende ist. 

Was nun die Flächen mit durchweg positiver 
Krümmung betrifft, so hat zuerst v. Braunmüh) 
(1879) die Enveloppen der geodätischen Linien auf 
den Rotationsflächen und speziell auf den Rotations- 
flächen zweiten Grades und 1882 auf den dreiachsigen 
Flächen zweiten Grades untersucht. Allgemeine Resultate 
hat jedoch erst v. Mangoldt 1881 gegeben. Der- 
selbe stellt die Unterscheidung von Punkten erster Art 
und zweiter Art der Fläche auf. Unter den ersteren 
versteht er solche, die so beschaffen sind, dass unter 
den von ihnen ausgehenden geodätischen Linien 
wenigstens einige vorkommen, die von den unendlich 
nahe benachbarten geschnitten werden. Dass auf den 
Flächen wirklich Punkte erster Art vorhanden sind, 
zeigt das Beispiel des Rotationsparaboloides, denn die 
vom Scheitel ausgehenden Meridiane sind geodätische 
Linien, die von einem Punkte ausgehen, ohne sich 
wieder zu treffen. 

Eine durchweg positiv gekrümmte Fläche, die 
frei von Singularitäten ist, kann aber nur dann Punkte 
erster Art enthalten, wenn sie offen ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, geht v. Mangoldt 
von der Gleichung (35) aus. Ist A ein Punkt erster 
Art, d. h. ist m auf der ganzen Fläche mit Ausnahme 
des Punktes A von Null verschieden und positiv, so 
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Am 

folgt mit Hülfe der Gleichung (35), dass— von dem An- 
fangswerte 1 für u = o zwar beständig abnehmen muss, 
aber für endliche u nicht bis zur Null herabsinken 
kann. Beschreibt man um A mit dem beliebigen 
Radius U einen geodätischen Kreis und berechnet die 
curvatura integra des Sektors, der aus diesem durch 
die beiden Radien ausgeschnitten wird, die den Werten 
v 2 = vi von v entsprechen, so wird dieselbe: 

C < V2 — vi 

Da C mit wachsendem U zunimmt, ohne jedoch die 
Grenze V2 — vi ereichen zu können, so muss sie sich 
mit unbegrenzt wachsendem U einer endlichen Grenze: 

C < V2 — Vi 

nähern, die v. Mangoldt die curvatura integra des 
Winkels der beiden betrachteten geodätischen Linien 
nennt. Daraus folgt der Satz: 

Die curvatura integra eines Winkels zweier geodäti- 
schen Linien, die von A ausgehen, ist niemals grösser 
als dieser Winkel selbst. 

Nimmt man die Grösse des Winkels =-- 2 r, so 
folgt daraus, dass die curvatura integra der Fläche 
nicht grösser als 2~ sein kann, dass also die Fläche 
offen ist. 

Beschreibt man ferner um einen Punkt erster Art 
einen geodätischen Kreis und zieht an diesen in einem 
beliebigen Punkte eine geodätische Tangente, so kann 
man mit Hülfe des Satzes über die curvatura integra 
eines Winkels zweier geodätischen Linien zeigen, dass 
man beim Fortgang auf dieser Tangente immer zu 
Punkten zweiter Art kommen muss. Auch die Grenz- 
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kurve der Punkte erster und zweiter Art kann be- 
stimmt werden. 

Bei allen diesen Betrachtungen wird abgesehen 
von der von Thomson und T a i t nur der Schnitt- 
punkt einer geodätischen Linie mit der unendlich 
benachbarten in Erwägung gezogen und angenommen, 
dass bis zu diesem Schnittpunkte die geodätische Linie 
wirklich kürzeste Linie ist, während es doch möglich 
wäre, dass sie schon vorher von andern geschnitten 
werde, die aber nicht unter einem unendlich kleinen, 
sondern unter irgend einem endlichen Winkel von den 
betreffenden Punkten ausgeht. Dies hat allgemein, wie 
ich glaube, zuerst D a r b o u x in seinen Legons sur 
la theorie generale des surfaces in Betracht gezogen. 
In dem speziellen Falle des Sphaeroides hat 
W a n g e r i n 1877 im Anschluss an eine nachgelassene 
Abhandlung J a c o b i ' s (erst 1891 veröffentlicht), die 
sich mit den Enveloppen auf einem Sphaeroid mit 
kleiner Excentrizität beschäftigt, bemerkt, dass die 
geodätischen Linien auf der betreffenden Fläche schon, 
ehe sie die Enveloppe berühren, die Eigenschaft ver- 
lieren, absolute Minima der Entfernung darzustellen. 

D a r b o u x gelangt durch Stetigkeitsbetrachtungen 
dazu, dass die geodätische Linie schon eher aufhört, 
absolutes Minimum zu sein, ehe sie aufhört, relatives 
Minimum zu den Wegen zu sein, die sich nur ein 
wenig von ihr entfernen, und er fasst die Resultate 
folgendermassen zusammen: Es wird um einen be- 
liebigen Punkt A zwei verschiedene Kurven geben: 
die eine wird der Ort des ersten Punktes sein, wo 
jede geodätische Linie durch eine andere von gleicher 
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Länge geschnitten wird; die andere wird die Enveloppe 
der geodätischen Linien sein. Wenn sich der Punkt B 
auf einer geodätischen Linie AX bewegt, so wird der 
Weg AB solange absolutes Minimum bleiben, bis B den 
Punkt C der ersten Kurve nicht erreicht hat. Dagegen 
wird die Linie AB aufhören, absolutes Minimum zu 
sein, sobald der Punkt B den Punkt C überschritten 
hat, aber sie wird in bezug auf die unendlich be- 
nachbarten Wege Minimum bleiben solange, bis B 
nicht den Punkt erreicht hat, wo die Enveloppe der 
geodätischen Linien zum ersten Mal von AX be- 
rührt wird." 

X 



4. Geodätische Dreiecke. 

Gauss beschäftigt sich abgesehen davon, dass 
er die curvatura integra eines von drei geodätischen 
Linien gebildeten Dreiecks berechnet, nur mit unendlich 
kleinen Dreiecken. Bei Einführung geodätischer Polar- 
Koordinaten wird: 

ds 2 -dp 2 + m 2 dq 2 
und mithin: 

k Ä ~~ ™ ,\~>> * d 6 = — T dq. 
m op- dp ^ 
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Ist do das Flächenelement, so wird die curvatura 
integra eines geodätischen Dreiecks; 

K = /kda=/Ykmdpdq, 
wo die Integration über die Fläche des Dreiecks zu 
erstrecken ist. Mit Hülfe der obigen Formeln für k 
und d0 ergibt sich dann: 

K = ±(A-4-B + C — -), 
wobei A, B, C die Winkel des Dreiecks bezeichnen. 
Es ergibt sich daher der Satz: 

„Die Qesamtkrümmung eines geodätischen Dreiecks 
ist gleich dem Flächeninhalt des Teiles der Kugelfläche, 
der dem Dreieck entspricht, mit dem positiven oder 
negativen Zeichen genommen, je nachdem die Fläche, 
auf der das Dreieck liegt, konkav-konkav oder konkav- 
konvex ist". „Als Flächeneinheit ist dabei das Quadrat 
zu nehmen, dessen Seite = 1 (gleich dem Kugelradius) 
ist, wonach die ganze Kugelfläche =- 4rc wird. Es 
verhält sich daher der Teil der Kugelfläche, welcher 
dem Dreieck entspricht, zur Fläche der ganzen Kugel 
wie - (A + B -!- C — tu) zu 4ic". 

Dieser Satz kann auch folgendermassen aus- 
gesprochen werden: 

„Der Überschuss der Winkelsumme - eines von 
kürzesten Linien auf einer konkav- konkaven Fläche 
gebildeten Dreiecks über 180° oder der Fehlbetrag der 
Winkelsumme eines von kürzesten Linien auf einer 
konkav-konvexen Fläche gebildeten Dreiecks an 180° 
wfrd gemessen durch den Flächeninhalt desjenigen 
Teils einer Kugelfläche, der jenem Dreieck bei Abbildung 
durch gleichgerichtete Normalen entspricht, falls die 
ganze Kugelfläche = 720° gesetzt wird." 
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Was die übrigen Untersuchungen von Gauss 
über geodätische Dreiecke betrifft, so beziehen sich 
dieselben, wie schon erwähnt, nur auf unendlich kleine 
Dreiecke und sind zum grössten Teil aus den 
praktischen Bedürfnissen für die Feldmesskunst ent- 
standen. Gauss geht dabei von den Gleichungen (3) 
und (4) pg. 10 aus und sucht sie dadurch zu integrieren, 
dass er Reihenentwickelungen für die gesuchten 
Funktionen aufstellt. Er setzt dann ferner das 
geodätische Dreieck auf der Fläche mit einem ebenen 
Dreieck, das dieselben Seiten hat, in Beziehung und 
findet, wenn man sich auf Grössen dritter Ordnung 
beschränkt, die Formeln: 

A = A*+^(2a+ß + T ), B = B*+,2-(« + 2M 7 ), 

C==C * + T2 (a + ß + 2T); 

hierbei bezeichnen A, B, C die Winkel, o den Inhalt 
des Flächendreiecks, A*, B*, C* die Winkel des ebenen 
Dreiecks und a, ß, 7 die Krümmungen in den Ecken 
A, B, C. Die Addition der drei Gleichungen ergibt: 

A+B+C-*=-y(a + ß + T)- 

In dem Fall der Kugel, in dem « — ß = f = -d« ist, 

K 

erhält man aus den obigen drei Formeln den zuerst 

von Legendre (1787) aufgestellen Satz: Die Winkel 

eines sphärischen Dreiecks sind je um ein Drittel des 

Überschusses der Winkelsumme über 180° grösser als 

die entsprechenden Winkel eines ebenen Dreiecks mit 

denselben Seiten. 
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Am Schlüsse seiner Abhandlung vergleicht Gauss 
den Flächeninhalt des Flächendreiecks mit dem des 
ebenen, und er gelangt, wenn a* den Inhalt des ebenen 
Dreiecks, a, b, c die Seiten der beiden Dreiecke be- 
zeichnen, zu der Gleichung: 

* = **M 24 a (a2 " t_ b2 + c2) ) 
Hierfür kann auch folgende Formel genommen werden; 



a = o* / 



i sin A . sin B . sin C 
I sin A*. sin B*. sin C* 



Die Theorie der geodätischen Dreiecke von 
endlicher Grösse hat C h r i s t o f f e I (1 868) gegeben. 
Er führt zu dem Zwecke eine Grösse ein, die er als 
reduzierte Länge eines geodätischen Bogens bezeichnet. 
Diese Funktion, die von vier Variabein abhängt, 
nämlich den Koordinaten der Endpunkte des geodäti- 
schen Bogens, ist dieselbe, die Gauss mit dem 
Buchstaben m bezeichnet. Bezieht man eine Fläche 
auf ein System von geodätischen Polarkoordinaten, so 
kann man die reduzierte Länge eines geodätischen 
Bogens r als die Grösse definieren, mit der man den 
Centriwinkel d^ multiplizieren muss, um das ihm gegen- 
überliegende Element da des geodätischen Kreises vom 
Halbmesser r zu erhalten, es ist also: 

da 

Aus der Eigenschaft, dass die reduzierte Länge einer 
geodätischen Linie ungeändert bleibt, wenn man 
Anfangs- und Endpunkt derselben vertauscht, ergibt 
sich der Satz: 



63 

Man drehe eine geodätische Linie ohne Änderung 
ihrer Länge unendlich wenig aus ihrer ursprünglichen 
Lage, einmal um den einen, das andere Mal um den 
andern Endpunkt. Sind alsdann die Drehungswinkel 
am festen Endpunkt einander gleich, so sind es auch 
die vom beweglichen Endpunkt beschriebenen Wege. 
Die reduzierte Länge eines geodätischen Bogens bleibt 
also ungeändert, wenn man Anfangs- und Endpunkt 
mit einander vertauscht. 

Ferner genügt, die reduzierte Länge m der schon 
von Gauss aufgestellten Differentialgleichung (35). 

Was die geodätischen Dreiecke anbetrifft, so gibt 
C h ri st off el die endlichen Formeln für sämtliche 
Winkel und Azimute eines geodätischen Dreiecks und 
die vollständige Differentiale dieser nämlichen Grössen 
sowie der drei Seiten, wobei in den betreffenden Aus- 
drücken nur noch die Koeffizienten des Linien- 
elementes und die reduzierten Längen der drei Seiten 
des geodätischen Dreiecks vorkommen. 

Diese Resultate wendet C h r i s t o f f e 1 auf die 
Untersuchung der Frage an, unter welchen Voraus- 
setzungen über die betreffenden Flächen in ähnlicher 
Weise, wie es bei der Kugel der Fall ist, zwischen den 
Elementen, nämlich den Seiten und Winkeln, eines 
geodätischen Dreiecks Gleichungen bestehen, welche von 
den Koordinaten der drei Ecken unabhängig sind. 
„Wenn eine solche Gleichung stattfindet, so wird bei 
einer stetigen Ortsveränderung des Dreiecks, bei 
welcher fünf Elemente ungeändert bleiben, auch das 
sechste sLh nicht ändern. Ein ähnlicher Schluss gilt 
in den beiden andern noch möglichen Fällen, wo 
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zwischen den sechs Elementen zwei oder drei vort 
einander unabhängige Gleichungen stattfinden. „Diese 
Bedingung für die Verschiebbarkeit der geodätischen 
Dreiecke auf krummen Flächen können auf das Ver- 
schwinden einer Determinante dritten Grades A zurück- 
geführt werden. C h r i s t o f f e 1 teilt die sämtlichen 
Flächen in vier Flächengattungen. Zu der ersten ge- 
hören die, für welche A =. O ist. Es ist bei ihnen 
eine stetige Ortsveränderung eines geodätischee Drei- 
ecks ohne Änderung seiner Elemente im allgemeinen 
unmöglich. Die zweite Flächengattung findet statt, 
wenn A, aber nicht jede Unterdeterminante von A 
identisch verschwindet. Auf einer solchen Fläche gibt 
es zwischen den Elementen eines geodätischen Drei- 
ecks eine Relation, und es kann im allgemeinen jedes 
Dreieck ohne Änderung seiner Elemente stetig so ver- 
schoben werden, dass jede Ecke auf einer ganz be- 
stimmten Kurve entlang gleitet. Bei der dritten 
Gattung verschwindet A und alle Unterdeterminanten, 
aber nicht alle Elemente von A. Zwischen den Ele- 
menten des geodätischen Dreiecks bestehen zwei 
Relationen und das Dreieck ist in der Weise stetig 
verschiebar, dass man die Bahn der einen Ecke will- 
kürlich nehmen kann, die Bahnen der beiden anderen 
Ecken sind dann aber bestimmt. Die vierte Flächen- 
gattung endlich erhält man, wenn sämtliche Elemente 
von A identisch Null sind. In diesem Falle ergeben 
sich drei Relationen zwischen den Seiten und Winkeln 
eines geodätischen Dreiecks, und dasselbe ist beliebig 
verschiebbar. Zu der letzten Gattung gehören die 
Flächen konstanten Krümmungsmasses. 
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Weingarten (1882) hat vollständig den Inhalt 
der dritten und vierten Flächengattung bestimmt. Er 
geht von der Bemerkung aus, „das die Verschiebbar- 
keit aller in einer Fläche denkbaren Dreiecke auch die 
Verschiebbarkeit der Dreiecke von unendlich kleinen 
Dimensionen zur Folge hat und dass daher die Be- 
dingungen der Verschiebarkeit der unendlich kleinen 
Dreiecke einer Fläche notwendige Bedingungen der 
Verschiebbarkeit aller ihrer endlichen Dreiecke dar- 
stellen werden." Für ein unendlich kleines Dreieck 
auf der Fläche gelten die Formeln, die bis auf Grössen 
vieler Ordnung genau sind : 

A-A*~-°*(2a-| H T ), B-B*~g(«-l 2M Tf'). 

3* 

c - c* = 



Für ein zweites Dreick auf der Fläche mit denselben 
Seiten und Winkeln ist dann, wenn a\ ß\ f die 
Krümmungsmasse in den Ecken bezeichnen: 

A ~" A * = T2 (aH ßH 70. B-B*=- I °*(a'+2PM-T). 

c-c*= **(«'-}- ß'-i 2ft 

Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit den 
obigen folgt: 

Mithin haben wir die Sätze: 

1. Ist ein unendlich kleines Dreieck ohne 
Änderung seiner Seiten und Winkel in einer Fläche 
stetig verschieblich, so durchlaufen bei einer Ver- 



Säger . 
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Schiebung derselben die Eckpunkte Kurven von un- 
verändertem Krümmungsmass. 

2. Ist ein unendlich kleines Dreieck ohne Än- 
derung seiner Seiten und Winkel in einer Fläche derart 
stetig verschieblich, dass einer der Erdpunkte des- 
selben eine willkürlich in die Fläche gelegte Kurve 
durchlaufen kann, so ist die Fläche selbst eine Fläche 
von konstanten Krümmungsmass. 

Aus diesen Sätzen folgt sofort, dass die sämt- 
lichen Flächen der dritten und vierten Cri stoffel sehen 
Flächengattung konstantes Krümmungsmass be- 
sitzen. 

Was endlich die zweite Christoffe Psche 
Flächengattung betrifft, so hat v. Mango ldt (1883) 
gezeigt, dass die Flächen derselben auf Rotations- 
flächen abwickelbar sind. Zu dem Zweck nimmt 
v. M a n g o 1 d t ein rechtswinkliges Dreieck auf der 
Fläche an, dessen Katheten b und c hinreichend klein 
sind, und entwickelt die Glieder der von Christoffel 
aufgestellten Determinante A und die Determinante 
selbst nach Potenzen von b und c. Da für die zweite 
Flächengattung A identisch null sein muss, so müssen 
alle Koeffizienten dieser Entwicklung verschwinden. 
Hieraus ergibt sich dann, dass alle Flächen der 
zweiten und mithin auch der dritten und vierten 

9 

Flächengattung auf Rotationsflächen abwickelbar sind. 
Für die Flächen konstanten Krümmungsmasses 
sind die Formeln für die Trigonometrie der geo- 
dätischen Dreiecke schon von Min ding (1840) auf- 
gestellt worden. So erhält man bei den Flächen von 
konstantem positiven Krümmungsmass, wenn a, b, c 
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die Seiten, a, ß, 7 die Winkel eines geodätischen 

Dreiecks sind und k 2 das Krümmungsmass der Fläche 

ist, die Relationen. 

cos (a k) = cos (b k) . cos (c k) -}- sin (b k) sin (c k) . cos «. 
sin (ak) _ sin (bk) __ sin (ck) 

sin a ~ sin ß ~~ sin 7 

Die analogen Formeln für die Trigonometrie der geo- 
dätischen Dreiecke auf den Flächen konstanter posi- 
tiver Krümmung ergeben sich aus diesen dadurch, 
dass man k durch i k ersetzt; es gehen dann die 
trigonometrischen Funktionen in die hyperbolischen 
über: 

cos h(ak) = cos h(bk) . cos h(ck) -f sin h(bk) . sin h (ck) . cosa, 
sin h(ak) __ sin h(bk) _ sin h(ck) 
sin « sin ß sin f 
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